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RESUMEN

Este trabajo muestra la utilidad del
andlisis dimensional como herramienta pa
ra el disefio de modelos a escala reducida
en los cuales puedan estudiarse las reac-
ciones ante cargas impuestas, obvidndose-
las dificultades caracteristicas del tra-
tamiento analitico “de los problemas de me
cdnica de rocas.

INTRODUCCION

Debido a las limitaciones impuestas-
por la complejidad de] tratamiento anali-
tico de los problemas de mecanica de ro -
€as y a causa del error introducido por -
1a asuncién de propiedades ideales para -
la roca y de un campo tensional conocido,
los métodos téoricos por si mismo general
mente no proporcionan respuestas satisfac
torias a los problemas de estructuras ro-
cosas. La alternativa a la aproximaciéon -
tedrica es el empleo de métodos empiricos
esto es, medir las propiedades de la roca
y las tensiones y deformaciones estructu-
rales en modelos de laboratorio o en los-
sistemas reales.

El disefio ae modelos reducidos de -
laboratorio €s, pues, una tarea fundamen-
tal del ingeniero de disefio y la herra -
mienta de investigacion disponible para -
este disefio 1o constituye 1a rama de las-
matemdticas aplicadas conocida con el nom
bre de analisis dimensional.

El andlisis dimensional es el proce-
dimiento que nos permite establecer una -
relacion funcional entre un conjunto de -
grupos sin dimensign compuesto por las va
riables del fendmeno, siendo menor el ni-
mero de grupos que el de variables.

Frecuentemente, el andlisis dimensig
nal de cualquier investigacién experimen-
tal descubre relaciones funcionales entre
1os parametros medibles involucrados que
simplifican el problema e indican 1a di -
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reccion a seguirse en el diseno del progra
ma experimental. Toda similtud Yy estudio -
de modelos deberia estar basado en un ani-
Tisis dimensional de manera que los resul-
tados obtenidos puedan ser aplicados al -
prototipo o sistema real con confianza.

Las dimensiones fundamentales de las-
cantidades fisicas en mecdnica que se to-
man generalmente son masa, longitud y -
tiempo y se denota por M, L y T, respecti-
vamente. Las dimensiones de las otras can-
tidades fisicas se deducen de sus defini -
ciones. Por ejemg]o, el volumen tiene las-
dimensiones de L3 1a velocidad tiene las -
dimensiones LT -2 y la fuerza, definida co
mo el producto de la masa por la acelera -
cién, por la ley de Newton, tiene las di -
mensiones de MLT-<. As7, masa, longitud y
tiempo han sido tomadas como cantidades pri
marias y las secundarias se han expresado -
en términos de las cantidades primarias.

Las dimensiones de las diversas canti
dades fisicas que se encuentran en mecani-
€a se resume en la tabla N°1, asumiendo -
que las cantidades pPrimarias son ya sea ma
sa, longitud y tiempo o fuerza, Tongitud y
tiempo. Algunas cantidades fisicas son adi
mensionales, por ejemplo, la deformacign -
unitaria, la relacién de Poisson y los &n-
gulos.

Lasaplicaciones mis importantes del ani
lisis dimensional en ingenieria son: (1)
conversion de ecuaciones o datos de un sis
tema de unidades a otro, (2) desarrollo de
relaciones entre variables, (3) sistemati-
zacion de la coleccign de datos y reduc -
cion de las variables aque deben ser estu-
diadas en cualquier programa experimental
Yy, (4) establecimiento de los principios -
de disefio de modelo Yy asistencia en la in-
terpretacidn de los datos de pruebas.

HOMOGENEIDAD DIMENSIONAL
1 fundamento matemdtico del andlisis

Director General de Investigacién Y Tecnologia Minera - INGEMMET
Diplomado en Mecinica de Rocas, Inglaterra

Experto en Técnicas Mineras, Francia



dimensional se basa en los dos axiomas si
guientes. Primero, la igualdad numérica -
absoluta de cantidades existelnicamente -
cuando las cantidades tienen las mismas -
dimensiones. Segundo, la relacién de las-
magnitudes de dos cantidades similares es
independiente de las unidades usadas, -
siempre que se usen las mismas unidades -
para ambas cantidades.

Los dos axiomas citados pueden usar-
Seé para clasificar las ecuaciones sobre -

€es que la ecuacion es homogénea. Si to -
dos los términos de una ecuacion dada se-
reducen a las mismas dimensiones Yy contie
nNé uno o mas constantes dimensionales, se
dice que la ecuacign €s restringidamente

homégenea. Si una ecuacion contiene dos o
mds términos en un miembro, las dimensio-
nes basicas de las cuales no son las mis -
mas y contienen términos dimensionalmente
equivalentes en e] otro miembro, se dice-
entonces que la ecuacign €s no homogénea.
Asi una ecuacign dimensionalmente homogé-
Neéa permanece verdadera cualquiera que -
sea el sistema consistente de unidades -

puede ser vilida Pero es de poco uso. La

PRODUCTOS ADIMENSIONALES

Dado un Juego de n variables
(§1, X2,...x1,...xn » podemos formar un -
numero infinito de productos de potencia-
de esas varjables.
i k2 xki kn (1)

_ ki
Ui' Xq Xy .. ioeeeXp

a la potencia ki. Por ejemplo, si la va -
riable xi tiene las dimersiones Ma1 | bitci

la dimension de xKi es Ma1kiLbikiTCki-A5i
la expresion general para las dimensio-
nes de ui en Ja ecuacion (1) es: -

(Mai kiLbi kiTci ki).(“an kann knTcn kn)
6

Mai ki + a2 k2 +..ai Ki..an Kn

Lbi ki + b2 k2 +..bj ki..bn ka

167 ki + ¢2 k2..ci ki..cn kn

Un producto adimensional de poten-
cias es aquel Cuyos exponentes de las -
unidades fundamentales M, Ly T se vuel
ven cero y al cual se designa por n y =
se le refiere como un n término.E1 pro-
ducto de potencias de las variables se-
rd adimensional sj y Unicamente si los-
exponentes de M, L y T de 1a expresion-
anterior satisfacen las ecuaciones si -
guientes:

a kl + a2k2+...aiki+...an kn =0

b1 kl - b2k2 +...bi ki +...bn kn = o (2)
ci ki + c2k2+...ci ki + ...cnkn=o

Podemos formar una matriz de los -
coeficientes ai, bi y ci de las ecuacio
nes (2). A dicho ordenamiento de nime -
ros se le conoce como la matriz dimen -
sional y se le muestra en la Tabla N°3-

TABLA N°3 MATRIZ DIMENSIONAL

E1 rango de 1a matriz dimensional -
€s r si contiene al menos un determinan
te no cero y si todus lcs determinantes
de orden mayor zue r son cero.

A partir de la teoria algebraica se
puede demostrar que las ecuaciones (2)-
tienen exactamente n-r soluciones 1i -
nealmente independientes donde r es el-
rango de la matriz dimensiona) dada en-
la Tabla N°3 y n es e] nimero de varia-
bles. De esta manera se ha establecido-



el importante teorema del andlisis dimen
sional conocido como el teoremz » de Buc-
kingham: el nimero total de procuctos adi
mensionales en un conjunto compieto es i-
gual al nimero total de variables menos -
el rango de la matriz dimensional. Otro -
teorema fundamental del anilisis dimensio
nal y conocido como el teorema de Buckin
gham establece: Si una ecuacion es dimen-
sionalmente homogénea, dicha ecuacién pue
de reducirse a una.relacion entre un con
Junto completo de productos adimensiona -
les.

Con los teoremas anteriores se de -
muestra que si hay n variables Y el rango
de la matriz dimensional es r, habrd p -
productos de potencias adimensionales de-
las variables o - términos donde p viene
dado por:

pP=n-r (3)

Existe también una relacién funcio -
nal entre los & terminos que puede repre-
sentarse como:

"71= s (1!2, n3,...1rp) (4)
CONDICIONES DE SIMILTUD MODELO
PROTOTIPO

Una funcién como 1a mostrada por la-
ecuacion (4) puede escribirse tanto para-
el modelo como Para el prototipo, indicin
dose los respectivos n términos con los -

”1p= £ T2p "3p-c--m )
ﬂlm f i"Zm w3m ngm
Siempre que el modelo se disefe y

Pruebe tal que:

"Zp = "om

7|3p = 'n3m

Si dichas condiciones se satisfacen
entonces

f L =
(nzp n3p & wqp) f(wzm n3m..vrgm)
Y por tanto:
n m

1p Im

EJEMPLO DE APLICACION

Consideraremos un problema en el cyal
el esfuerzo Sp en el Prototipo depende de:

I Y L E F v

M 1 1 0 1 1 0
L -1 -2 1 -1 1 0
T -2 -2 0 -2 22 2

"1 =f ( n2 n3...n4 wp)
donde:
"2 =¥ (LP Up. Yp)

3= f (L :
( p* Ypr Ep)

"4 = f (Lp, Ep, Fp)
5=y
0 también

LI (L)e! (ML-I T-2)°2 ML-Z T-Z

B8 (2172 6y o1 -2
MW e
"5 =y

Como cada grupo debe ser adimensio -
nal, la suma de los indices para cada ma

nitud debe ser igual a cero. Por tanto, =
Para cada factor habra dos €cuaciones,-
Cuya resolucién nos dard el valor de los-
indices, Igualando a cerg Tos indices de
cada maanitud.

(1) M: %1 =p a,= -]



n, =2 _YpO _op

op Lp vp
(2) M: B2+ 1=0 B = =1
L: B ==
1" 2 52 1=9p0
Bl+2-1=0
8l +1 = 0 g TN
de donde:
» - Ep 6 Lp yp
Lp vp Ep
(3) M: 6, +1=0
8, = -1 By = -1
Li e]+ez -1=0
Bx -1-1=y B, =2
de donde:
2 2
n =L Ep 6 Fp
i Fp L2 Ep

De donde obtenemos los cuatro productos
adimensionales

_op YP LE, F Y
yLp tp Ep Lp

PRUEBAS DESTRUCTIVAS DE MODELOS

Si se calcula 1a resistencia Gltima
de una estructura subterrdnea usando da-
tos de las propiedades mecinicas determi
nadas en el Laboratorio, (compresion, =
corte, resistencia tensional,etc). enton
Ces sera necesario asumir un criterio de
falla debido a que los estados de esfuer
20 en el modelo (propiedad fisica del es
pecimen) y el Prototipo (estructuras sub
terréneas{ son diferentes. Este problema
es obviado si el modelo €S una represen-
tacion escalar del prototipo, hecho de-
1a roca del prototipo, y se prueba a des
truccion porque en este caso los estados

de tensién en ambas puedes ser idénticos.

Sin embargo, a Causa de los errores ex-
perimentales y 1a variabilidad de la ro
Ca, debe probarse cierto nimero de mode
los para obtenerse una resistencia pro-
medio estadisticamente aceptable. A me-
nos que la forma del modelo sea simple,
la fabricacion de modelos puede 1legar-
a ser un factor limitante.

Los modelos para pruebas destructi
vas se hacen de dos clases de materia -
les, ya sea del mismo material del pro-
totipo o de un material sintético con -
propiedades que escalen a aquellas del-
prototipo. Los modelos hechos de] mismo

. material de prototipo satisfacen las -

condiciones siguientes:

Em = Ep
ym = yp
um = yp

Si el factor escala prototipo a mo
delo es Lp/Lm, entonces:

2
Ep. . Lp
Fm Lm
y op = om

Ademds, si S¢m Y %p

son los esfuerzos de falla en el modelo
Y prototipo, entonces:

INVESTIGACIONES DE HIRAMASU Y Okp
EN MODELOS  DESTRUCTIVOS

Para ilustrar 1a utilidad de las -
pruebas destructivas consideremos las -
investigaciones de Hiramasu y Oka. En-
las pruebas, los modelos hechos de mar-
mol y arenisca conteniendo un agujero -
circularFg.la, fueron sometidos a una-
carga Fy de compresign uniaxial unas ve
Cés 0 a una carga Fy bjaxial Y Faaalk

que produjo el estado tensional indica-
do en la Fig.1b(asumiendo que el modelo
es una placa delgada). Debido a que la-
carga aplicada al modelo era grande com
mmﬁcmelmwdehrmahcnm

masica y fue despreciada. Esto es equi-
valente a asumir que la profundidad de-



la abertura prototipo es grande compara-
da con sus dimensiones verticales. Cuan
do se aplico la carga uniaxial, aparecie
ron fisuras de tensién a lo largo o cer-
ca de las lineas TTl en 1a direccion de-
oy, v cuando se aplico la carga biaxial-
ocurrid 1a falla por trituracisn a lo lar
go de 1a linea CC'.Las tensiones en los-
puntos T y C fueron calculados a partir-
de 1a teorfa eldstica usando la ecuacién
siguiente:

c, = oy(l + 2 cos g) + ax(l—Zcosz 6)

8

Para el caso uniaxial 0x=0, y eles-
fuerzo tangencial en e] punto C se obtie
ne haciendo 6= 0°, y oc = 3 °y; enel =
punto T, 8= 9p° Yoy = -0y- . Para el -
caso biaxial con 0= 1 el esfuerzo-

tangencial en el punto’C es cc= - 2,75
oY, y en el punto T, .= 0.25 9y . La com
paracion de las tensio es de ralla calcu
ladas en esos puntos con pruebas de labo
ratorio de compresign uniaxial, tensional
y de resistencia alaflexisn se da en la-
tabla N°4. Para el caso biaxial la magni
tud del esfuerzo compresivo de falla en”
C para el marmol y la arenisca concuerdan
con la resistencia compresiva uniaxial -
correspondiente. Para el caso uniaxial -
la magnitud del esfuerzo tensional de fa
11a concuerdan razonablemente con la re-
sistencia a 1a flexign ( resistencia ten
sional de la fibra mis externa) pero la_

o

resistencia tensional uniaxial de ambas ro
cas fue menos de la mitad del esfuerzo ten
sional de falla correspondiente en el mode
lo. De esta manera, para un tdnel circular
0 una galeria en un campo de esfuerzos -
uniaxial o biaxial, los resultados en dj -
chos modelos indican que la teoria del es-
fuerzo miximo es valido Y sugiere que -
cualquier masa de roca no constreiiida o par
cialmente constrefida fallard cuando se -
exceda su resistencia compresiva uniaxial
0 su resistencia a la flexign.

CONSIDERACIONES FINALES

El estudio sobre modelos a escala redu -
cida obvia las dificultades caracteris -
ticas del estudio analitico de los pro -
blemas de aberturas rocosas.

- Los teoremas de Buckingham, enunciados -
en 1914, sumarizan la teoria total del -
andlisis dimensional.

- Se considera importante introducir, las
nociones del andlisis dimensional den -
tro del curso de mecinica de rocas a fin
de que Tos estudiantes de ingenieria de-
minas conozcan los fundamentos de 1a in-
vestigacidn sobre modelos.



TABLA No |
CANTIOADES FISICAS Yy SUS DIMENSIONES.

DIMENSION
CANTIDAD SIMBOLO [ PARA M,LT] mma FLT
LONGITUD 1 L L
AREA A L? Le
VOLUMEN v L? 4
TIEMPO ' L 4 T
MASA - Y] FL-'T?2
VELOCIDAD v LT=! LY =t
ACEL ERACION o LT-2 LT-2
CARGA F MUY -2 F
DENSDAD DE MaSA ) » ML-3 FL-eT2
PESO ESPECFICO Y PESO UNITARID yorpg M-2r-2 FL3
ANGULO ' o 1 1
VELOCIDAD ANGULAR w T= =1
ACELERACION ANGULAR ‘ Ta T-2
PRESION 0 ESFUERZO PO, 7| ML-IT-2 FL-2
TRABAJO O ENERGIA W MET-2 FL
MOMENTO my MLT-I FT
POTENCIA P MET-3 FLT=1
MOMENTO DE CARGA M M T-2 FL
MOMENTO DE INERCIA DE UNA AREA ] Le ()
MOMENTO DE NERCIA DE UNA MaSA 1 ML FLT?
MODULO DE ELASTICIDAD E’ ML-IT-2 FL-2
ESFUERZO UNITARIO .y 1 1
RELACION DE POISSON r 1 1
MODULO DE RIGIDEZ ¢ ML T-2 FL-?
MODULD BULK 3 ML-IT-2 | g2
TABLA No. 2

EXENPLOS DE ECUACIONES HOMOGENEAS NO HOMOGENEAS Y HOMOGENEAS

RESTRINGIDA.
No. ECUACION TiPO
[ s 4ot HOMOGENEAS
2 LR AT HOMOGENEAS RESTRINGIDAS
3 veat HOMOGENEAS
4 seved ot ar NO HOMOGENEAS
s Wi mg HOMOGENEAS
] Wr 322m HOMOGENEAS RESTRINGIDAS
7 ve § HOMOGENEAS
L Trgme HOMOGENEAS
s Wt ig-vie s 6N HOMOGENEAS
;oJ Wt o, HOMOGENEAS
\\_\_J
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FIGURA |. MODELO DE UN AGUJERO CIRCULAR EN UNA PLACA







